
三次⽅程的鲜根⽆论

⼈ 三次⽅程及其根的特征

从 问题的化简

对于⼀般的三次⽅程 *+*年内⇐ 0
, 我们可以将三次⽅程平称 ,

使其图像的对称中⼼位于特由上 ,以便消去⼆次项 ,有如下结论,

prop : 三次⽅程hnbxt⇐。总是等价于形式为 奸叶仁0的三次⽅程
,

pnof : 考虑函数和⼆ itaxbxtc 为仅上的函数 ,

由三次⽅程的 中⼼对称性 , 可知其对称中⼼应为其拐点 ,

我们有千分 = 6x-1 2a , 且 f
"

(⼀⼆0 , 则拐点为ㄨ= -5 ,

作平移变换 y-i
⽅程×弘狅从北京为 ly-i-alg-i-bly-tc.io
即 jtcbiytc_ __= o
令 P-b-j.ec-_-有 ftp./tq=o
注意到变换牡怡是可远的 ,

故两⽅程是等价的 ,

于是我们只⽤考虑形如仙"⼗仁 0的三次⽅程的根
.

1.2 根的存在性 ,

在 4上 , 由代数基本定理 , 㹞叶仁 0总是有三个根 , 下⾯考虑奷叫红0EIR.az在 112上的根存在性 以及

a×3+ p-9= 0⼝区⼯在Q上的 根的存在性 .

关于 112上的多项式可⾏性 ,我们有如下引理 :

Lemma.IR⼯⼝ 中的不可约多项式只有⼀次多项式与⼆次
多项式 。

proof ⼀次多项式显然是不可约
的 , 下⾯证明除次多项式外不可



约多项式只有⼆次 ,

没HDGRIXI.degf 21且死了不可约

则似必有⼀虚根 c
, 由于和的虚根共轭成对存在 ,

故ㄈ也是扣)的⽊是

⇒ cx-cscxtkx-cctEJxtc.tk,
但 CHEJXtc.EE112如

故只能是和与 1⼼必E)相伴⇒ degf-2 .

根据引理我们可以得出三次⽅程根的如下特征 、

Thmi三次⽅程灿必仁0在4上必有⼀实数根
,
且另外两根

为其轭虚根或两实教根、

pnof, 由Lemma.it叫9必能分解为⼀次与⼆次多项式的

乘积⇒ hpxtq-cxtascxtb.ltc)
则⽅程有实根仁-a ,若奸⼈从右实根则为两实数根 ,

否则有两共轭虚根 ,

对于整系数三次多项式的⼗⼋⼗ 9的有理根
,
总是与⽅程

系教a. 9相关 ,
有如下结论 :

Thm :若号 , …) = 1 为 aptpxtq的有理根 ,则有rknsla.prof 将✗⼆号代⼊⇒ 9号 +呺 +9=0
化简得到 ampr321-q.SE 0 ,我们有

sl-qs3-prs2-lar3.rl-arEprs2-iqs3.TL以上) , ⽴即有 sla.ir 1 9 .

特别地 ,我们考虑对叶红知的情形 ,
这样的⽅程根是有

三种情况



c.ro?x4px+q=0的根只可能为虚数 ,整数或⽆理数 ,

若为整教⼠ , 则⼠ 1 9
.特别地若9为质数 ,⽅程整教根只可能为⼟浅⼟9.

pnof: 没有根⼒不为⽆理教或虚数 , 则 XEQ

记仁号 , 则 由前述定理 s 1 1
,
r 1 9 ⇒ 仁⼟ 1

,故⼒⽐

⼈ 了 根的重教

由多项式的重根与其形式导教的关系 ,
我们可以得到

如下三次⽅程在 4上根的重教的结论 .

propixtpxtq.no有三重根⇐>p-q-0.proof : 没七⽐ 为其三⾦根 ,

则⼠也为其⼆阶形式导致 了ㄨ 的根

(⇒ ㄨ-0 为 ㄨ417ㄨ+9的三重根三) p=9- 0

可以看到三重根的结论是平凡的 , 下⾯考虑⼆重根并导出判别或

Thm :妳叫9=0有⼆重根仁) 和42792_
且⼆重根为 ⼀活

pnof 没⽐4为其⼆重根 ,
当且反当七为其⼆䧄形式导致的重根

我们有 ft4pttq.hup = o
<⇒七⼆⼀年

↳ 了 , 本 岩+ p-2⇒27944㠽 。

由此我们游出三次⽅程重根的判别式
< = 279

2
+ 4p

3



2 三次⽅程的求解

2. 1 有理亲故⽅程与 整系教⽅程

对于药理系教三次⽅程 》⼗号×+丢⼆0
, R.snt.az,

ln.si ) ⼆⺓ ,
七⻔ = 1 ,在⽅程两边同乘 tcmcs.tl )总是可以化为

整系教三次⽅程 a×4阰仁0 。 根据 前述定理有解法 i

Step : 对于axi-pxtq-o.a.p.qEZD-rlq.is/a,Cs.r)=l
②若号为⽅程的根 ,则由余教定理 (*号)/ a》协作多项式除法 ampxtq-1*号)和),
其中和上 0为⼆次⽅程 ,

⽅程根为 号与和) 两根 、

③ 否则 ,
若有未取完因数则 回到 ①

不然⽅程⽆有理根 ,

zz ⼀般三次⽅程

下⾯考虑 对灬红 0
, p.q.GG在 4上的根 ,

Lemma : 三阶循环矩阵的⾏列式
,
记w-eabccab-catbtslatbwtcwDCatbuh.co4)

b.ca

Pf 我们有 信㓸 (⻔ =⼼州"们

( :㓸微㑎蕊ctawtbuij-latbwt.no》 (刮



a b C atbwtcw4

(ii)佔到⼆Gauiiflatbuiw4) (剀btcuhaw4

故 |災创 | 活忘 ⼆ catbtslatbw-cwDCatbuh.co4) 1612
1 ⼼⼼

由于 1 活忘 北⽃災创 = catbtslatbwtcwDCatbuh.co4)

Step :三次⽅程×4pxtq-的⼀段体
①记 A=结点的 则 H-AHjiy-tx-btycx-bw-c.ci)

( x - bwtcw)
1 1

×
3-3bcxtb487

②于是若 Ptpxtq-B-3bcx-cb3.to)
以3
= ⼀号⇒ fp-3bcq-bu-fmi-q.ie的《为好+9ㄨ -县⼀的两根

beiǖ ,Eiǖ2
2

③三次⽅⽩机为 仇 ,
bwtli.hn cw

注意到若 ⼀ _ ⇒ ⼆重根为 IE


